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Introduction 
Ce document se divise en deux parties; premitrement, la dCpendance linkaire des droites, 
et deuxi&mement, la rigidit6 des rbeaux spatiaux. I1 tente de dkfinir une mkthodologie 
permettant de faire l'investigation d'un r k a u  spatial afin &en dtterminer la rigidit6 ou la 
non rigiditk. Le rCseau Ctant constitut de liens (droites) et de nceuds (rotules) dont la 
configuration relie deux ClCments rigides. Autrement dit, le r k a u  forme une attache 
entre les deux Clhents et il s'agit de dCterminer si cette attache est rigide ou si elle n'est pas 
rigide (mouvement mkanique ou infinitbimal). 
La dbpendance linhire des droites 
Deux droites dans l'espace sont, soit concourantes, soit gauches. Si les deux droites ab et 
bc sont coacourantes, les droites du f a i m u  de centre b sont dites lintairement dbpen- 
dantes de a b  et bc. Si Ies deux droites sont gauches, les seules droites dtpendantes sont les 
deux droites elles-memes. 
Trois droites gauches dans l'espace dbfinissent un hyperboloide A une nappe ou une 
parabololde hyperbolique (Figure 1). Toutes les gCntratrica de la m h e  famille sur cette 
surface, appelk le dgnhm, sont tintairemmt d-ndantes aux trois droites donntes. 
r 1 
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The Rigidity of Compound Spatial Grids I c I 
Introduction 
This article is in two sections: first, on linear dependence of lines, and second, on the 
rigidity of spatial frameworks. Our purpose is to define a methodology which will permit 
us to investigate a spatial framework, to determine its rigidity or non-rigidity. The 
frameworks in question consist of bars (line segments) joining two rigid bodies, the bars 
being attached to the bodies at universal joints. In other words, the framework forms a 
link between two rigid bodies, and it is a question of determining if this linkage is rigid, or 
else is non rigid and permits either a mechanical or infinitesimal relative motion of the two 
bodies. 
Linear Dependence of Lines 
Two lines in space are either concurrent or skew. If the two lines ab and bc arc comment, 
the lines in the flat pencil with centre b are said to be linearly dependent on a b  and bc. If 
the !wo fines are skew, the only dependent lines are the two lines themselves. 
Three skew lines in space ddine a hyperboloid of one sheet or a hyperbolic paraboloid 
(Figllre 1). All the lines in one family of generators of this surface, which family is called a 
rrg9hrr, are linearly dependent on any given set of three of those lina. 
el - - -  - -  
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Gtntralement, une configuration den droites, aucune d‘elles n’ttant dkpendantes des n - 1 
autres, sont dites lintairement indkpendantes. 
Etant donne un ensemble B de droites et son sous-ensemble A, nous pouvons dire que le 
sous-ensemble A engendre I’ensemble B si toutes les droites de B sont lintairement 
dkpendantes I la configuration formte par les droites de A. Le rang de l’ensemble B est le 
nombre minimum de droites pouvant engendrer I’ensemble B. L’ensemble vide est de 
rang 0. L’ensemble de toutes les droites de l’espace est de rang 6. Ainsi tous les ensembles 
de droites possedent une valeur de rang de numkro R entre 0 et 6. 
On appelle varibtt un ensemble de droites qui contient: 
a) avec les deux droites concourantes, aussi les droites du faisceau gtntrt; 
b) avec les trois droites gauches, aussi les droites du rkgulus gtntrk. 
Ceci ttant, un ensemble de droites est une variktt si aucune droite extkrieure B I’ensemble 
n’est dependante des droites de I’ensemble. 
Nous avons d t j i  mentionnt les deux varietts de droites de rang 2 et une des varittts de 
rang 3. Au total, il existe quatre variktts de rang 3: 
3a) le rtgulus, 
3b) I’union de deux faisceaux non coplanaires et de centres difftrents mais ayant une 
droite commune, 
3c) toutes les droites passant par un point, 
3d) toutes les droites dans un plan. 
Les variktks de rang 4 sont appelkes congruences. I1 en existe quatre: 
4a) la diffusion lintaire, la varittt de droites contenant exactement une droite par chaque 
point de I’espace (engendrte par un ensemble de quatre droites gauches et indtpendantes), 
4b) toutes les droites concourantes B deux droites gauches, 
4c) I’ensemble des faisceaux ti un paradt re ,  tous ayant une droite commune et formant 
une variktt, 
4d) toutes les droites dans un plan ou passant par un point de ce plan. 
Les varittts de rang 5 sont appelkes complexes. I1 en existe deux: 
5a) non singulitre: la variktt de droites contenant exactement un faisceau de droites par 
chaque point de I’espace (engendrke par un ensemble de cinq droites gauches et 
indipendan tes), 
5b) singulihe: toutes les droites concourantes B une droite donnte. 
Ces varittts sont illustrkes dans le Tableau 1. Le Tableau 2dkcrit Ie cheminement crtk par 
I’addition d’une droite indtpendante I laconfiguration minimum. Par exemple, il ya trois 
faqons distinctes d’ajouter une q u a t r i h e  droite indtpendante I un rtgulus form6 de trois 
droites indtpendantes. Dans la premiire, la droite ne ptnetre pas le rkgulus. Dans la 
seconde, la droite ptnttre le rtgulus et le perce en deux points. Et dans la troisitme, la 
droite est tangente en un point du rtgulus. Les propriktts de gtnkration de la nouvelle 
configuration dtpendent de la facon dont la droite indtpendante est ajoutCe. Ainsi 
chacune de ces additions m h e  B une varittk difftrente de rang 4. Le Tableau 3 illustre des 
configurations posstdant les memes proprittks de gtntration que certaines des configura- 
tions du Tableau 1 mais posskdant des propriktks combinatoires diffkrentes. 
More generally, a configuration of n lines, no one of which is dependend on the other n - 1 
lines, is said to be linearly independent. 
Given a set B of lines and a subset A of B, we say that the subset A spans the set B if all the 
lines in B are linearly dependent upon the configuration formed by the lines in A. The rank 
of the set B is the minimum number of lines which span the set B. The empty set has rank 
0. The set of all lines in space has rank 6. Thus any set of lines has as its value R of rank, 
some number between 0 and 6. 
A variety is a set of lines which contains: 
a )  along with any two concurrent lines, also the lines of the flat pencil they generate; 
b) along with any three skew lines, also the lines of the regulus they generate. 
This being the case, a set of lines is a variety if no line outside the set is dependent upon the 
lines in the set. 
We have already mentioned the two varieties of rank 2, and one of the varieties of rank 3. 
In all, there are four different types of varieties of rank 3: 
3a) the regulus, 
3b) the union of two flat pencils, not coplanar, with different centres, having a line in 
common, 
3c) all the lines passing through a point, 
3d) all the lines lying in a plane. 
The varieties of rank 4 are called congruences. There are four types: 
4a) a linear spread, having exactly one line passing through each point in space (generated 
by four independent skew lines), 
4b) all the lines concurrent with two skew lines, 
4c) a one-parameter family of flat pencils, having one line in common, and forming a 
variety, 
4d) all the lines in a plane, or passing through one point in that plane. 
Varieties of rank 5 are called complexes. There are two types: 
5a) non singular: a variety of lines containing exactly one flat pencil through each point in 
space (generated by five independent skew lines), 
5b) singular: all the lines meeting one given line. 
These varieties are illustrated in Table 1. Table 2 describes the consequence of adding lines 
one by one starting with a single line. For example, there are three distinct ways of adding 
a fourth independent line to  a set of three skew lines generating a regulus. In the first case, 
the added line does not meet the regulus. In the second, it penetrates the regulus, meeting 
it in twopoints. In the third, the line is tangent to the regulusat one point. The properties 
of the resulting configuration generated by the addition of one line depend on the choice 
of the added line. Each of the above ways of adding a line results in a different 
configuration of rank 4. Table 3 shows combinatorially distinct figures of lines which are 
equivalent to the generating systems shown in Table 1. 
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Les constructions suivantes dkterminent les mbthodes pour trouver il partir d’une confi- 
guration de  droites independantes une droite dependante il la configuration. 
Construction 1 (Figure 2). Trouver la droite concourante aux droites 1 et 2par le point p. 
1. Le point p et la droite 1 forment le plan opq. 
2. Le point p et la droite 2 forment le plan rst. 
3. La droite cherchk est la droite d’intersection des plans opq et rst: xy. 
Construction 3A1 (Figure 3). Trouver une droite dependante au rkgulus 1-2-3. 
1. Trouver trois droites quelconques concourantes il 1, 2 et 3: ab, cd et ef. 
2. La droite cherchk doit &re concourante 21 ab, cd et ef xy. 
The following constructions determine the methods by which, starting with a configura- 
tion of independent lines, a line dependent on the configuration can be found, 
Construction 1 (Figure 2). 
1. The point p and the line 1 form a plane opq. 
2. The point p and the line 2 form a plane rst. 
3. The required line is the line of intersection of the planes opq and rst, that is: xy. 
Find the line through the point p which meets lines 1 and 2. 
Construction 3A1 (Figure 3). 
1. Find three arbitrary lines meeting lines 1 , 2  and 3, say ab, cd and ef. 
2. The required line will be concurrent with ab, cd and ef, say xy. 
Find a line in the regulus generated by lines 1-2-3. 
Figure 2. Construction I Figure 3. Construction 3A1 
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Construction 4A1 (Figure 4). Trouver la droite dtpendante A la congruence 1-2-3-4 (de 
type 4A) par le point p. 
1. Par p trouver une droite concourantc aux droites 1 et 2: ab (en se servant de 1). 
2. Les droites 2 et ab forment le plan opq. 
3. Les droites 3 et 4 percent opq en c et d. 
4. La droite cd coupe ab en i. 
5. Trouver deux droites concourantes aux droites 2, 3 et 4: ef et gh (en servant de 1). 
6. Trouver par i la droite concourante A ef et gh: ij (en se servant de 1). 
7. Trouver deux droitcs concourantes d 1,2  et ij: kl et mn (en se servant de 1). 
8. La droite cherchke est la droite passant par p et concourantes aux droites kl et mn: xy. 
Construction 4A2 (Figure 5). Trouver la droite dtpendante B la congruence 1-2-3-4 (de 
type 4A) dans le plan opq. 
1. Les droites 1 et 2 percent opq en a et b. 
2. Par un point quelconque C de la droite ab trouver une droite dkpendante A la 
congruence 1-2-3-4: cd (en se servant de 4A1). 
3. Trouver deux droites concourantes A cd, 1 et 2: ef et gh (en se servant de 1). 
4. Les droites ef et gh percent opq en x et y. 
5.  La droite cherchk est la droite passant par x et y: xy. 
Construction 4A1 (Figure 4). Find the line through a point p, in the congruence gener- 
ated by lines 1, 2, 3 ,4  (of type 4A). 
1. Through p, find a line concurrent with lines 1 and 2, say ab (using construction 1). 
2. The lines 2 and ab form a plane opq. 
3. The lines 3 and 4 pierce opq at points c and d. 
4. The line cd intersects line ab at point i. 
5. Find two lines ef and gh which meet lines 2, 3 and 4 (using construction 1). 
6. Through point i, find the line ij meeting lines ef and gh (using construction 1). 
7. Find two lines kl and mn meeting lines 1, 2 and ij (using construction 1). 
8. The required line is the line xy through p meeting lines kl and mn. 
Construction 4A2 (Figure 5). Find a line in the plane opq which is in the congruence of 
type 4A generated by lines 1,2, 3, 4. 
1. The lines 1 and 2 pierce opq at points a and b. 
2. Through an arbitrary point con the line ab find a dependent line in the congruence 1,2, 
3, 4 say cd (using construction 4A1). 
3. Find two lines ef and gh meeting cd, 1, and 2 (using construction 1). 
4. The lines ef and gh pierce the plane opq at x and y. 
5 .  The required line is the line xy through the points x and y. 
k 
Figurn 5. Construction 4A2 
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Construction 4B1 (Figure 6). La droite 4 perce le rtgulus 1-2-3 en a et c. 
1.  Par les points a et c passent les droites ab et cd appartenant au rCgulus 1-2-3. 
2. Par les points a et c passent les droites ab’ et cd’ appartenant au rCgulus conjugut deb 
3. Par le point a il existe un faisceau de droites dtpendantes B ab et ac qui relie tous les 
points de cd ’ B a. 
4. Par le point c il existe un faisccau de droites dtpendantes B cd et ac qui relie tous les 
points de ab’ A c. 
5. Ainsi toutes les droites concourantes A ab’ et cd‘ sont dependantes A la congruence 
1-2-3-4 (de type 4B). 
Construction 4B2 (Figure 7). Trouver la droite dtpendante B la congruence 1-2-3-4par le 
point p. La droite cherchte est la droite passant par p et concourante B ab et cd: xy (en se 
servant de 1). 
Construction 4B3 (Figure 8). Trouver la droite dtpendante B la congruence 1-2-3-4 dans 
le plan opq. Les droites ab et cd percent opq en x et y. La droite cherchke est la droite 
passant par x et y: xy. 
1-2-3. 
Construction 4B1 (Figure 6). The line 4 pierces the regulus 1, 2,3 at a and c. 
1. Through the points a and c there pass lines ab and cd belonging to the regulus 1,2,3. 
2. Through the points a and c there pass lines ab’ and cd’ belonging to the regulus 
conjugate to 1 ,  2, 3. 
3. Through the point a there is a flat pencil of lines dependent upon ab and ac which join 
the points on line cd’ to a. 
4. Through the point c there is a flat pencil of lines dependent upon cd and ac which join 
the points on line ab’ to c. 
5.  Thus all the lines meeting lines ab’ and cd’ are in the congruence (of type 4B) generated 
by lines 1, 2, 3.4. 
Construction 4B2 (Figure 7). Find the line through a point p, in the congruence gener- 
ated by lines 1,2,3,4. The required line is the line xy through the point p, meeting lines ab 
and cd (obtained by construction 1). 
Construction 4B3 (Figure 8). Find the line in the plane opq which is in the congruence 
generated by lines 1,2,3,4. The lines ab and cd pierce opq at x and y. The required line is 
the line xy through these points x and y. 
Figure 7. Construction 4B2 
Figure 6. Construction 4B1 
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Construction 4C1 (Figure 9). La droite 4 est tangente au rkgulus 1-2-3 en a. 
1. Par le point a passe la droite ab appartenant au rkgulus 1-2-3. 
2. Par le point a il existe un faisceau de droites dipendantes B 4 et ab. 
3. La droite ab’ appartenant au rkgulus conjuguk de 1-2-3 fait partie de ce faisceau. 
4. La droite ab’ est concourante B toutes les droites du rkgulus 1-2-3. 
5. Ainsi chaque intersection de la droite ab’ et des droites du rkgulus 1-2-3 engendre un 
faisceau de droites dkpendantes B la congruence 1-2-3-4 (de type 4C). 
Construction 4C2 (Figure 10). Trouver la droite dbpendante B la congruence 1-2-3-4 par 
le point p. 
1. Le point p et la droite 1 forment le plan opq. 
2. Trouver deux droites concourantes aux trois droites 2, 3 et 4: ab et cd (en se servant 
de 1). 
3. Les droites ab et cd percent le plan opq en e et f. 
4. La droite ef coupe la droite 1 en x. 
5.  La droite cherchke est la droite passant par p et x: xy (en se servant de 1). 
Construction 4C1 (Figure 9). The line 4 is tangent to the regulus generated by  lines 1,2,3 
at a. 
1. Through the point a there passes a line ab belonging to the regulus 1,2, 3. 
2. Through the point a there is a flat pencil of lines dependent upon lines 4 and ab. 
3. The line ab’ belonging to the regulus conjugate to  1,2, 3 is in that flat pencil. 
4. The line ab’ meets all the lines in the regulus 1,  2, 3. 
5. Thus wherever the line ab’ meets a line of the regulus 1,2,3 it generates a flat pencil of 
lines which belong to the congruence (of type 4C) generated by lines 1 , 2 , 3 , 4 .  
Construction 4C2 (Figure 10). Find the line through the point p in the congruence 
generated by lines 1 ,  2, 3 ,4 .  
1. The point p and the line 1 form a plane opq, 
2. Find two lines ab and cd which meet lines 2, 3, and 4 (using construction 1). 
3. The lines ab and cd pierce the plane opq at e and f. 
4. The line ef intersects the line 1 at x. 
5. The required line is the line xy through points p and x (by construction 1). 
Figure 9. Construction 4 C I  Figww 10. Construction 4C2 
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Construction 4C3 (Figore 11). Trouver la droite dtpendante & la congruence 1-2-3-4 
dans le plan opq. 
Construction 4C3 (Figure 11). Find the line in the plane opq which is in the congruence 
generated by lines 1, 2, 3,4. 
1. La droite 1 perce opq au point x. 
2. Tracer deux droites concourantes & 2,3 et 4: ab et cd (en se servant de 1). 
3. Par x tracer la droite concourante A ab et cd: ef (en se servant de 1). 
4. La droite ef et la droite 1 foment  le plan rst. 
5. La droite cherchk est I’intersection des plans opq et rst: xy. 
1. The line 1 pierces the plane opq at point x. 
2. Trace two lines ab and cd which meet lines 2, 3, and 4 (using construction 1). 
3. Find through the point x the line ef meeting lines a b  and cd (using construction 1). 
4. The line ef and the line 1 form a plane rst. 
5. The required line is the intersection xy of the planes opq and rst. 
Construction4Dl (Figure 12). Trouver ladroite dependante ti la congruence 1-2-3-4par 
le point p. La droitc cherchk est la droite passant par p et le point x: xy. 
Construction 4D2 (Figure 13). Trouver la droite dependante A la congruence 1-2-3-4 
dans le plan opq. La droite cherchk est la droite d‘intersection des plans opq et rst: xy. 
Construction 4D1 (Figure 12). Find the line through the point p in the congruence 
generated by lines 1, 2, 3,4.The required line is the line xy through the points p and x. 
Cot~~truction 4D2 (Figure 13). Find the line in the plane opq in the congruence generated 
by line 1,2,3,4. The required line is the line xy, the intersection of the planes opq and rst. 
Figure 12. Construction 4D1 
Fiptve 11. Construction 4C3 Figure 13. Construction 4D2 
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Construction 5A1 (Figure 14). Trouver le faisceau dldroites dtpendantes au complexe 
1-2-3-4-5 dont le centre est p. 
1. Trouver la droite dtpendante A la congruence lr2-.4 par le point p: PO (en se servant 
de 4A1). 
2. Trouver la droite dtpendante A la congruence 2-3-4; par le point p: pq (en se servant de 
4A 1). 
3. Le faisceau chercht est dans le plan opq. 
Construction 5A2 (Figure 15). Trouver le centre du sisceau de droites dkpendantes au 
complexe 1-2-3-4-5 dans le plan opq. 
1. Trouver la droite dtpendante A la congruence 1-2-3- dans le plan opq: op (en se servant 
de 4A2). 
2. Trouver la droite dkpendante A la congruence 2-34 dans le plan opq: pq (en se servant 
de 4A2). 
3. Le centre chercht est l’intersection des droites op t pq: p. 
Construction 5B1 (Figure 16). Trouver le faisceau d droites dtpendantes au complexe 
1-2-3-4-5 dont le centre est p. Le faisceau chercht est dns le plan opq form6 par Ie centre p 
et la droite ab. 
Construction 5B2 (Figure 17). Trouver le centre du aisceau de droites dtpendantes au 
complexe 1-2-3-4-5 dans le plan opq. Le centre cherht est le point &intersection de la 
droite ab et du plan opq. 
Construction 5Al (Figure 14). Find the flat pencil of lines with centre p in the complex 
generated by lines I, 2, 3,4, 5. 
1. Find the line PO through the point p in the congruence generated by lines 1,2,3,4(using 
construction 4A1). 
2. Find the line pq through the point p in the congruence generated by lines 2, 3,4,5 (using 
construction 4A1). 
3. The flat pencil required lies in the plane opq. 
Construction 5A2 (Figure 15). Find the centre of the flat pencil of lines in the plane opq 
in the complex generated by lines 1,2,3,4, 5. 
1. In the plane opq, find the line op in the congruence generated by lines 1, 2 , 3 , 4  (using 
construction 4A2). 
2. In the plane opq, find the line pq in the congruence generated by lines 2, 3 , 4 , 5  (using 
construction 4A2). 
3. The required centre is the point p at the intersection of the lines op and pq. 
Construction 5B1 (Figure 16). Find the flat pencil of lines having centre p in the complex 
generated by lines 1,2,3,4,5. The flat pencil required is in the plane opq formed by the 
centre p and the line ab. 
Construction 5B2 (Figure 17). In the plane opq, find the centre of the flat pencil of lines 
in the complex generated by lines 1,2,3,4,5. The required centre is the point at which the 
line ab intersects the plane opq. 
Figure 14. Construction SAI 11  Construction SA2 
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Figure 16. Construction 5B1 Figure 17. Construction SB2 
Construction 6 (Figure 18). Toutes les droites de l’espace sont d6pendantes auxdroites 1, 
2, 3,4, 5 et 6. 
Construction 6 (Figure 18). All lines in space are dependent upon the six lines 1,2,3,4,5, 
6. 
Figure 18. Construction 6 
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La rigidit6 des r k a u x  spatiaux Rigidity of Spatial Structures 
There are three types of elements: points, lines, bodies. These three types of elements can 
be combined in six elementary forms: point and point, point and line, point and  body, line 
and line, line and body, body and body. 
To be rigidly attached, each of these six elementary forms requires a certain minimum 
number of independent linkages (bars). To fix the position of a point with respect to 
another point, a single bar is necessary. To fix the position of a point with respect to a line, 
two independent bars are required. Similarly, for each case, until the last, where to fix the 
position of one body with respect to another, six independent bars are necessary. 
I1 existe trois tltments: le point, la droite et le corps. Ces trois Cltments peuvent se 
combiner en six associations tltmentaires: le point et le point, le point et la droite, le point 
et le corps, la droite et la droite, la droite et le corps, le corps et le corps. 
Pour effectuer une association rigide, chaque association Cltmentaire nkessite un nombre 
minimum de liens indtpendants. Ainsi pour fixer la position d’un point par rapport B un 
autre point, un seul lien est ntcessaire. Pour fixer la position d‘un point par rapport B une 
droite, deux liens indtpendants sont nkessaires. Ainsi de suite jusqu’B la sixitme 
association, le corps et le corps, oh pour fixer la position d’un corps par rapport Bun autre 
corps, six liens indtpendants sont nkessaires. 
Le nombre minimum de liens est une condition nkessaire mais non suffisante. Pour fixer 
deux tltments de faqon rigide, il existe deux conditions: premitrement, le nombre mini- 
mum R de liens correspondant au type d‘association, et deuxitmement, ces liens doivent 
former une configuration telle qu’ils sont linkairement indtpendants entre eux. Ceci 
ttant, l’association de deux tltments correspondant au rang n form& par une configura- 
tion de n liens n’est pas rigide si la configuration correspond B un rang inftrieur B n, 
c’est-B-dire s’il existe un sous-ensemble de liens pouvant engendrer l’ensemble. 
L’analyse d‘une configuration consiste B faire l’inventaire de tous les sous-ensembles de 
liens, et ce pour chaque rang, puis B vtrifier, pour chaque sous-ensemble, s’il ne contient 
pas un sous-ensemble pouvant l’engendrer. L’analyse de l’exemple illustrt A la Figure 1% 
donne les rtsultats suivants: 
- Rang 1: les sous-ensembles sont: ab, cd, ef, gh. Aucun ne peut &re rtduit. 
-Rang 2: les sous-ensembles sont: ab-cd, ab-ef, ab-gh, cd-ef, cd-gh, ef-gh. Aucun ne peut 
&re rkduit. 
- Rang 3: les sous-ensembles sont: ab-cd-ef, ab-cd-gh, ab-ef-gh, cd-ef-gh. Le sous- 
ensemble ab-cd-ef peut Etre rtduit B ab-ef puisque la droite cd est dCpendante au faisceau 
gtntr t  par ab et ef (Figure 1%). De ce fait la configuration des liens est Cquivalente B celle 
illustr6e B la Figure 1%. Cette configuration correspond A la varittt 3B, donc l’association 
est non rigide. 
To have this minimum number of bars is a necesary but not sufficient condition for a rigid 
linkage. To fix two elements in a rigid fashion, there are two conditions required: that the 
number of bars correspond to the type of elements joined, and secondly, that these bars 
form a linearly independent configuration. Thus, a pair of elements of rank n joined by n 
bars is not rigid if the configuration of bars has rank less than n, that is, if there exists a 
proper subset of the set of n bars with the same span as the set of all n bars. 
The analysis of a configuration consists of making an inventory of all the subsets of the set 
of bars, this for each rank, to verify that no set contains a proper subset capable of 
spanning it. The analysis of the example illustrated by Figure 1% gives the following 
results: 
- Rank 1: the subsets are: ab, cd, ef, gh. None can be reduced. 
- Rank 2: the subsets are: ab-cd, ab-ef, ab-gh, cd-ef, cd-gh, ef-gh. None can be reduced. 
-Rank 3: the subsets are: ab-cd-ef, ab-cd-gh, ab-ef-gh, cd-ef-gh. The subset ab-cd-ef can 
be reduced to ab-ef because the line cd is in the flat pencil generated by lines ab and ef 
(Figure 19b). From this fact, the configuration of bars is equivalent to the one illustrated 
by Figure 1%. This configuration corresponds to the variety 3B, so the linkage is non 
rigid. 
Figure 19. Figure 1% Flpure 1% 
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En rang 1 e t  rang 2 une seule vtrification est ntcessaire; il s’agit de compter le nombre de 
liens. Dans le c a s  de I’exemple prtcMent, puisque I’association droite et droite corres- 
pond au rang 4, la vtrification consiste A dbterminer s’il y a quatre liens. En rang 3 
jusqu’en rang 6. le nombre de verifications A effectuer est dttermint par I’bquation: 
In ranks 1 and 2 a single verification is necessary; it is a question merely of counting the 
number of bars. In the case of the previous example, because the linkage of two lines is of 
rank 4, it suffices to verify that there are four bars. From rang 3 up to rank 6, the number 
of cases to check is controlled by the equation: 
m(m - 1) ... (m - n + I )  
n! 
c; = 
oh n = le nombre de liens dam le sous-ensemble 
m = le nombre de liens dam I’ensemble 
m(m - 1) ... (m - n + 1) 
n! 
c; = 
where n = the number of bars in the subset 
m =the number of bars in the entire set 
Deux autres exemples de non rigidite sont donnbs pour la liaison de deux corps par les six 
droites ab, cd,  ef, gh, ij et kl. Dans le premier cas (Figure 20a), il existe une dipendance 
linbaire chez les six droites puisque la droite ab est concourante aux cinq autres droites, 
confbrant ainsi A la configurtaion de six droites un rang inftrieur B 6 (rang 5B). Dans le 
deuxikme cas  (Figure 2Ob), les quatre droites ab, cd, ef et gh font partie du meme rtgulus 
(configuration de rang 3), conftrant ainsi B la configuration de six droites un rang 
inftrieur B 6 (rang 5A). 
TWO other examples of non-rigidity are given for the linkage of two bodies by bars ab, cd, 
ef, gh, ij and kl. In the first case (Figure 20a), because the line ab is concurrent with the 
other five lines, there is a linear dependence among the six lines, which produces a 
configuration (5B) of rank less than 6. In the second case (Figure 2Ob), the four lines ab, 
cd, ef, gh are part of a single regulus (of rank 3). so the configuration (5A) has rank less 
than 6. 
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I1 est Cvident qu'il n'est pas toujours nCcessaire de vtrifier s'il existc une dkpendance 
linkaire A I'inttrieur de chacun des sousznsembles. Cenains indices rtvMent A premihre 
we la p rknce  d'une dbendance linkaire. 
Le Tableau 4 illustre chacune des associations ClCmentaires ainsi que quelques cas types de 
non rigiditC. non-rigidity. 
It is clear that it is not always necessary to check every subset for the existence of a linear 
dependence. Certains clues reveal a linear dependence at first glance. 
Table 4 shows the six elementary linkages, together with several typical cases of 
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I 
ELEMENTS 
POINT 
POINT 
POINT 
DROllE 
POINT 
CORPS 
DROITE 
DROITE 
DRolTE 
CORPS 
CORPS 
1 CORPS 
LIENS 
ct= 1
rang 1: 
rang 2: C= l  
Ct=' 
rang 1: 
rang 2: C =1 
rang 3: C,5=1 
ct =2 
rang 1: 
rang 2: c =1 
rang 3: C?=4 
rang 4: Ct=1 
ct =a 
ct =I7 
rang 1: 
rang 2:C = 1  
rang 3: Ca=m 
rang 4: C =is 
rang 5:  c!= ; 
rang 6:C = 
ct =a 
CAS TYPES NON RIGIDES 
0 0  
0 
n 
Tableau 4 - Tlbk 4 
